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Résumé. Nous faisons un tour d’horizon de résultats sur les groupes de Galois de troncatures
de séries entières, avec la série exponentielle comme figure de proue. On propose ensuite de
nouvelles explorations avec des calculs explicites de groupes de Galois d’approximants de Padé
qui semblent jouir, eux aussi, de propriétés intéressantes.
Mots-Clefs : Groupes de Galois. Séries entières. Approximants de Padé.
———
Truncated exponential and other tales of Galois groups.
Abstract. We give a survey of results on the Galois group of polynomials obtained by trunca-
tion of power series, the main example being the exponential series. We also present some evidence
of a new phenomena : Galois groups of Padé approximation polynomials seem to have special pro-
perties as well.
———
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1. Introduction
Le calcul explicite de groupes de Galois de polynômes à coefficients rationnels est une entre-
prise passionnante est bien souvent difficile. La résolution du problème de Galois inverse pour Sn
et An est classique et date de Hilbert, on pourra consulter [JLY02] pour un exposé plus moderne.
Une idée différente circulait déjà en 1929 : prendre une série entière, la tronquer à l’ordre N et
chercher des informations sur le polynôme obtenu. Est-il irréductible ? Son groupe de Galois est-il
particulier ? Peut-on le calculer ?
Schur a ouvert la voie en 1929 avec les articles [Sch29a, Sch29b] qui traitent de la série expo-
nentielle. Ces travaux ont été suivis rapidement par [Sch30] qui traite de polynômes de Laguerre
et encore de la série exponentielle, puis par [Sch31] qui porte sur Laguerre et Hermite.
Notre objectif ici est triple. Nous présentons quelques études plus récentes sur le même thème
dans la partie 2, dans le but de susciter de la curiosité chez le lecteur et de l’inviter à lire davantage
sur le sujet. Nous incluons dans la partie 3 un calcul élémentaire permettant de retrouver dans la
Proposition 3.2 une partie du théorème original de Schur (le Théorème 3.1) avec un minimum de
moyens. C’est un calcul qui aura certainement de l’intérêt pour le lecteur débutant dans ce thème.
Enfin, nous présentons en partie 4 des remarques basées sur des calculs menés en PARI/gp et qui
semblent indiquer que d’autres fonctions naturelles, dont certains approximants de Padé, jouissent
de propriétés galoisiennes intéressantes.
Les auteurs remercient l’IRN GANDA (CNRS) pour le soutien, ainsi que l’Université d’Antananarivo pour
l’hospitalité. Ils remercient aussi Jean-François Mestre et Farbod Shokrieh pour leurs précieuses remarques. FP et
PM sont soutenus par le projet ANR-17-CE40-0012 Flair.
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2. Tour d’horizon de résultats connexes
Voici quelques articles récents sur le sujet qui ont attiré notre attention. Nous les présentons
succinctement par ordre chronologique. Cette collection est loin d’être complète, mais fournira
déjà une solide base au lecteur avide d’histoires galoisiennes.
Coleman (1987, [Col87]) donne une nouvelle preuve du théorème de Schur sur les troncatures
de la fonction exponentielle en utilisant les polygones de Newton. Il donne en exercice page 188
les cas des polynômes de Hermite et Laguerre. On pourra aussi consulter [Conr].
Filaseta et Trifonov (2002, [FiTr02]) démontrent l’irréductibilité des polynômes de Bessel sur Q,
achevant la démonstration d’une conjecture de Grosswald. La méthode employée est basée sur les
polygones de Newton là aussi, et la plupart du texte est une quête de nombres premiers vérifiant
des conditions particulières.
Filaseta et Lam (2002, [FiLa02]) étudient l’irréductibilité de polynômes de Laguerre généralisés.
Ils montrent l’irréductibilité de ces polynômes sur Q, sauf pour un nombre fini d’entre eux. Ils
utilisent une méthode proche de celle de Schur, avec en plus un argument basé sur une équation
de Thue et un argument basé sur des progressions arithmétiques de nombres premiers.
Hajir (2009, [Haj09]) calcule le groupe de Galois de certains polynômes de Laguerre généralisés.
Il utilise aussi des polygones de Newton, ainsi que des critères d’irréductibilité de Coleman et de
Filaseta.
Cullinan, Hajir et Sell (2009, [CHS09]) obtiennent un résultat sur une famille de polynômes de
Jacobi, qui sont des polynômes orthogonaux obtenus à partir de la série hypergéométrique 2F1.
Ils montrent l’irréductibilité générique de ces polynômes sur Q et montrent que leur groupe de
Galois est toujours Sn ou An, sauf dans un nombre fini de cas. La méthode employée suit celle de
Hajir et Wong (2006) et repose sur le théorème de Faltings, prouvant la conjecture de Mordell :
une courbe définie sur Q de genre g ≥ 2 n’a qu’un nombre fini de points rationnels.
Akhtari et Saradha (2011, [AkSa11]) donnent une borne explicite m0 à partir de laquelle les
polynômes de Hermite et les polynômes de Laguerre (et leurs généralisation de Hermite-Laguerre)
de degré m ≥ m0 sont irréductibles ou presque irréductibles (un polynôme presque irréductible
étant simplement un polynôme de degrém produit d’un facteur linéaire et d’un polynôme de degré
m − 1). La méthode employée est naturellement basée sur les polygones de Newton, le théorème
des progressions arithmétiques de Dirichlet, et la finitude du nombre de solutions entières des
équations de Thue.
Chambert-Loir (2011 [Cha11]) démontre un théorème de type Jentzsch-Szegö pour les séries
entières à coefficients dans une extension finite de Qp : le degré du facteur irréductible de plus
grand degré pour une troncature de série entière (dont les coefficients satisfont une condition na-
turelle très générale) tend vers l’infini.
Cullinan et Hajir (2014, [CuHa14]) étudient les polynômes de Legendre. Ils conjecturent no-
tamment que le groupe de Galois de L2n+δ est isomorphe au produit en couronne S2 ≀ Sn et
obtiennent des résultats partiels dans cette direction. La méthode employée repose sur le critère
de Jordan : des informations sur la taille du groupe de Galois d’un polynôme P peuvent être
obtenus en observant leur polygone de Newton associé à un nombre premier peu ramifié dans le
corps de décomposition de P . En utilisant les congruences de Holt-Schur, ils obtiennent aussi des
résultats dans le cas de ramification sauvage.
Cullinan (2019, [Cu19]) étudie les polynômes de Laguerre généralisés en regardant les courbes
algébriques qu’ils définissent sur Q. Il conjecture que leur jacobienne n’a que très peu de points
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de torsion, est de rang strictement positif sur Q, n’a pas de multiplication complexe et que ses
représentations galoisiennes ρℓ sont surjectives pour tout premier ℓ ≥ 3.
Shokri, Shaffaf et Taleb (2019, [SST19]) étudient les troncatures des séries entières 1+log(1−x),
1 + sin(x) et cos(x), par des méthodes proches de celles de Coleman [Col87], et obtiennent des
conditions suffisantes pour démontrer que le groupe de Galois de ces troncatures est aussi gros que
possible.
3. La fonction exponentielle
Soit x une indéterminée. On se donne une série entière
P (x) =
+∞∑
n=0
anx
n
à coefficients dans Q et on définit la troncature de P à l’ordre N par
PN (x) =
N∑
n=0
anx
n.
On s’intéresse alors aux questions suivantes : le polynôme PN est-il irréductible sur Q ? Quel est
le groupe de Galois GN du polynôme PN ? Y a-t-il une régularité particulière dans la suite de
groupes de Galois (GN )N∈N ?
A notre connaissance, la première étude poussée sur ces questions date de 1929 et des travaux
de Schur [Sch29a, Sch29b, Sch30] sur la fonction exponentielle. On définit l’exponentielle de x par
le développement en série entière classique suivant
(1) ex =
+∞∑
n=0
xn
n!
.
Pour tout N ∈ N, notons l’exponentielle tronquée à l’ordre N par
(2) PN (x) =
N∑
n=0
xn
n!
.
C’est un polynôme en x de degré N , à coefficients rationnels. Quel est le groupe de Galois de
PN ? Des calculs explicites menés en PARI/gp pour des petites valeurs de N font apparaître une
régularité qui aiguisera la curiosité du lecteur. On notera SN le groupe symétrique d’indice N et
AN son sous-groupe alterné formé des permutations paires.
Le théorème de Schur est le suivant.
Théorème 3.1. L’exponentielle tronquée vérifie les propriétés suivantes.
(1) Soit N un nombre entier non divisible par 4. Le groupe de Galois du polynôme PN est SN .
(2) Soit k ≥ 1 un entier naturel. Le groupe de Galois du polynôme P4k est A4k.
C’est bien entendu la raison principale qui pousse à formuler la question classique suivante :
quelles séries entières jouissent de telles propriétés galoisiennes ?
Un coup d’oeil au tour d’horizon du paragraphe 2 permet de comprendre que les familles de
polynômes orthogonaux sont jusqu’ici des acteurs importants dans cette pièce, mais on verra aussi
dans le paragraphe 4 que l’avenir pourrait nous révéler des surprises.
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3.1. Un résultat élémentaire. On obtient les résultats suivants par des méthodes élémentaires.
Pour le lecteur débutant, ce sera une bonne introduction au problème.
Proposition 3.2. L’exponentielle tronquée vérifie les propriétés suivantes.
(1) Soit N un nombre premier. Le groupe de Galois du polynôme PN est SN .
(2) Soit k ≥ 1 un entier naturel. Supposons que 4k − 1 est un nombre premier. Le groupe de
Galois du polynôme P4k est un sous-groupe de A4k.
Remarque 3.3. Le théorème des progressions arithmétiques de Dirichlet assure qu’il existe une
infinité de nombre premiers de la forme p = 4k − 1, où k ≥ 1 est un nombre entier. Les deux
parties de la proposition 3.2 s’appliquent donc dans une infinité de cas.
On obtient la Proposition 3.2 en étudiant directement la famille de polynômes obtenus par
des méthodes élémentaires regroupées dans les lemmes du paragraphe 3.2. On commence par
étudier la question de l’irréductibilité de ces polynômes sur Q. On calcule ensuite explicitement
leur discriminant pour conclure dans le paragraphe 3.3.
On se pose ensuite de nouvelles questions qui sont regroupées dans le paragraphe 5. Notons que
des exemples explicites de polynômes de groupes de Galois SN et AN sont donnés respectivement
dans la Proposition 3.3.11 page 77 et le Corollaire 3.3.12 page 78 de [JLY02].
3.2. Une forêt de lemmes ou rien.
3.2.1. Irréductibilité. Commençons par les lemmes d’irréductibilité.
Lemme 3.4. Soit N un entier naturel et soit PN l’exponentielle tronquée à l’ordre N . Notons
QN = N !PN . Si N ≥ 2, alors QN n’a pas de racine dans Q.
Démonstration. Supposons par l’absurde qu’il existe a ∈ Q racine de QN . Comme QN est unitaire
et à coefficients dans Z, le nombre a est un entier algébrique, comme il est aussi rationnel c’est en
fait un élément de Z. On a donc la relation
QN (a) = 0 = a
N +NaN−1 +N(N − 1)aN−2 + . . .+ N !
2!
a2 +N !a+N !
et une rapide inspection nous permet de dire que tout nombre premier p qui divise N ≥ 2 doit
aussi diviser a. On remarque sans peine que
vp(a
N +NaN−1 +N(N − 1)aN−2 + . . .+ N !
2!
a2 +N !a) > vp(N !),
ce qui est une contradiction. 
Lemme 3.5. Soit N un nombre premier et soit PN l’exponentielle tronquée à l’ordre N . Notons
QN = N !PN . Le polynôme QN est irréductible sur Q.
Démonstration. On écrit
QN(x) = X
N +NxN−1 +N(N − 1)xN−2 + . . .+ N !
2!
x2 +N !x+N !
ceci permet de conclure directement par le critère d’Eisenstein puisque N est un nombre premier.

Lemme 3.6. Soit N ≥ 4 un entier naturel tel que N − 1 est un nombre premier et soit PN
l’exponentielle tronquée à l’ordre N . Notons QN = N !PN . Le polynôme QN est irréductible sur Q.
Démonstration. La preuve suivante fournit un résultat un peu plus général, imposant des contraintes
sur le degré de l’éventuel plus grand facteur irréductible de QN . On écrit
QN(x) = X
N +NxN−1 +N(N − 1)xN−2 + . . .+ N !
2!
x2 +N !x+N !
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On va exploiter une idée généralisant le critère d’Eisenstein en favorisant un nombre premier parmi
les diviseur de N !, qui divisera donc tous les coefficients de bas degré, jusqu’à un certain ordre.
On rappelle que pour tout nombre premier p, la valuation de N ! est donnée par
(3) vp(N !) =
∑
k≥1
[
N
pk
]
.
Soit p un nombre premier contenu dans l’intervalle ]N2 , N [, dont l’existence est assurée par le
postulat de Bertrand. Les inégalités 1 < Np < 2 fournissent donc vp(N !) = 1 via (3). C’est cette
propriété qui va s’avérer bien pratique.
On suppose à présent par l’absurde que QN(x) se décompose dans Z[x] en deux facteurs non
constants(
akx
k + ak−1x
k−1 + ak−2x
k−2 + . . .+ a1x+ a0
)(
bsx
s + bs−1x
s−1 + bs−2x
s−2 + . . .+ b1x+ b0
)
.
On peut supposer, sans perte de généralité, que 1 ≤ k ≤ s, donc k ≤ N/2 < p ≤ N−1. On obtient
ainsi en développant et en identifiant les coefficients de QN les contraintes suivantes :
k + s = N
ak = bs = 1
akbs−1 + ak−1bs = N
akbs−2 + ak−1bs−1 + ak−2bs = N(N − 1)
akbs−3 + ak−1bs−2 + ak−2bs−1 + ak−3bs = N(N − 1)(N − 2)
. . .
a4b0 + a3b1 + a2b2 + a1b3 + a0b4 = N(N − 1) · · · 6 · 5
a3b0 + a2b1 + a1b2 + a0b3 = N(N − 1) · · · 5 · 4
a2b0 + a1b1 + a0b2 = N(N − 1) · · · 4 · 3
a1b0 + a0b1 = N !
a0b0 = N !
On suppose à présent que s < p. Ce système d’équations implique le suivant :
(N − 1)!(akbs−1 + ak−1bs) = N !
(N − 2)!(akbs−2 + ak−1bs−1 + ak−2bs) = N !
(N − 3)!(akbs−3 + ak−1bs−2 + ak−2bs−1 + ak−3bs) = N !
. . .
p!(akbp−k + ak−1bp−k+1 + . . .+ ap−s+1bs−1 + ap−sbs) = N !
. . .
(s+ 1)!(akbs−k+1 + ak−1bs−k+2 + . . .+ a2bs−1 + a1bs) = N !
s!(akbs−k + ak−1bs−k+1 + . . .+ a1bs−1 + a0bs) = N !
. . .
(k + 1)!(akb1 + ak−1b2 + . . .+ a1bk + a0bk+1) = N !
k!(akb0 + ak−1b1 + . . .+ a1bk−1 + a0bk) = N !
. . .
4!(a4b0 + a3b1 + a2b2 + a1b3 + a0b4) = N !
3!(a3b0 + a2b1 + a1b2 + a0b3) = N !
2!(a2b0 + a1b1 + a0b2) = N !
1!(a1b0 + a0b1) = N !
0!a0b0 = N !
Comme vp(N !) = 1, on va pouvoir utiliser le lemme de Gauss à volonté. On commence par
vp(N !) = vp(a0b0) = 1.
Supposons que vp(a0) = 1, ce qui impose vp(b0) = 0. Alors en montant d’un étage dans le
système, vp(a1) ≥ 1. Puis vp(2a2b0) ≥ 1. Or p > N/2, donc vp(2) = 0 et vp(a2) ≥ 1. On remonte
de proche en proche pour trouver que tant que vp(i!) = 0, on a vp(ai) ≥ 1. Ceci jusqu’à tomber
sur vp(ak) ≥ 1, ce qui est une contradiction avec le fait ak = 1.
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Supposons que vp(b0) = 1, ce qui impose vp(a0) = 0. Alors de façon similaire on obtient
vp(bi) ≥ 1 pour tout 0 ≤ i ≤ s, ce qui est possible car s < p, donc on a toujours vp(i!) = 0 dans
cet intervalle d’entiers. Ceci montre donc que vp(bs) ≥ 1, ce qui est une contradiction avec le fait
bs = 1, ceci conclut ce cas.
1
On obtiendra donc une contradiction avec l’hypothèse que QN se décompose en deux facteurs
non constants pour peu qu’on puisse choisir un nombre premier p > s dans l’intervalle
]N2 , N [.
On fait à présent ce choix de p : on sait par le lemme 3.4 que QN n’a pas de facteur linéaire,
ceci impose k ≥ 2. Or N = k + s, donc s ≤ N − 2. Ceci autorise à choisir p = N − 1, pour peu
que N − 1 soit un premier. C’est l’hypothèse de l’énoncé, le lemme est démontré. 
Remarque 3.7. Il n’est pas nécessaire de raisonner avec un premier divisant N ! de valuation
1, mais cela simplifie la démarche. On montre ici comment le système se comporte lorsqu’on
regarde un cas où la valuation 2-adique de N ! est égale à 3. Prenons l’exemple de Q4(x) =
x4 + 4x3 + 12x2 + 24x+ 24. On sait qu’il n’a pas de facteur linéaire par le lemme 3.4, donc si on
suppose par l’absurde que Q4 est réductible, il doit s’écrire dans Z[x] comme un produit
Q4(x) = (a2x
2 + a1x+ a0)(b2x
2 + b1x+ b0)
= a2b2x
4 + (a2b1 + a1b2)x
3 + (a2b0 + a1b1 + a0b2)x
2 + (a1b0 + a0b1)x+ a0b0,
ce qui impose
a2 = b2 = 1,
a2b1 + a1b2 = 4,
a2b0 + a1b1 + a0b2 = 12,
a1b0 + a0b1 = 24,
a0b0 = 24.
On commence par la dernière ligne : v2(4!) = 3 = v2(a0b0).
(1) Si v2(b0) = 0, alors v2(a0) = 3, et cela impose en remontant la liste des contraintes :
v2(a1) ≥ 1, puis v2(a2) ≥ 1. Mais comme a2 = 1, c’est contradictoire.
(2) Si v2(b0) = 1, alors v2(a0) = 2, et on obtient alors :
— Si v2(b1) = 0, alors v2(a1) = 1, puis v2(b1) = v2(a2b1) = v2(4− a1b2) = v2(4− a1) ≥ 1,
c’est contradictoire.
— Si v2(b1) = 1, alors v2(a1b0) = 3, donc v2(a1) = 2, donc v2(a2b0) = 2, mais comme
a2 = 1 c’est contradictoire.
(3) Les autres cas se traitent par symétrie car ici k = s = 2.
Nous obtenons ainsi une nouvelle preuve que Q4 est irréductible, fait par ailleurs impliqué par le
lemme 3.6.
3.2.2. Polygone de Newton. Pour compléter le tableau, on rappelle qu’on peut retrouver des infor-
mations sur la factorisation d’un polynôme dans Qp[X ] par le calcul de son polygone de Newton.
Le polygone de Newton du polynôme PN en un premier p satisfaisant vp(N !) = 1 est de la forme
suivante.
1. En général, si QN = PQ et deg P ≤ degQ, alors aucun nombre premier p ∈ ]
N
2
, N [ ne divise les coefficients
de P et tous les nombres premiers p ∈ ]N
2
, N [ divisent Q(0).
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vp(ai)
i
b
(0, 0)
b
(1, 0)
b
(2, 0)
b
(p− 1, 0)
b
(p,−1)
b
(p+ 1,−1)
b
(N,−1)
Polygone de PN
Par le théorème 3.1 page 100 de [Cas86], on déduit que PN = R1R2 dans Qp[x], avec degR1 = p
et degR2 = N−p. Le polynôme R1 est pur, de pente−1/p. C’est la méthode employée par Coleman
[Col87] et dans plusieurs des travaux ultérieurs liés à ces questions.
3.2.3. Groupes de Galois. Soit P ∈ Q(x) un polynôme unitaire de degré N , dont on écrit la
factorisation P (x) = (x− x1) . . . (x− xN ) sur Q. Le discriminant de P est défini par
(4) disc(P ) =
∏
1≤i<j≤N
(xi − xj)2.
On commence par un lemme classique.
Lemme 3.8. Soit P ∈ Q(x) un polynôme unitaire en x de degré N . Alors disc(P ) est le carré
d’un élément de Q si et seulement si le groupe de Galois G de P est un sous-groupe de AN .
Démonstration. Le produit δ =
∏
1≤i<j≤N
(xi − xj) est stable par permutation paire des racines. Si
le groupe de Galois G de P est engendré par des permutations paires, alors δ est dans le corps fixé
par G, qui est le corps des rationnels, et disc(P ) = δ2. La réciproque est directe 2. 
Nous allons donc calculer le discriminant de QN . Ceci est traité dans le lemme suivant.
Lemme 3.9. Soit N un entier naturel et soit PN l’exponentielle tronquée à l’ordre N . Notons
QN = N !PN . Alors
disc(QN ) = (−1)
N(N−1)
2 +N (N !)N .
Démonstration. Le polynômeQN est unitaire, donc disc(QN ) = (−1)
N(N−1)
2
N∏
i=1
Q′N (xi), où x1, . . . , xN
sont les racines de QN .
On utilise à présent la relation polynomiale suivante, valable pour tout entier N :
(5) Q′N (x) = QN (x)− xN .
On en déduit
disc(QN) = (−1)
N(N−1)
2
N∏
i=1
(QN (xi)− xNi ) = (−1)
N(N−1)
2 +N
(
N∏
i=1
xi
)N
.
2. et réciproquement !
8 P. Rabarison, F. Pazuki et P. Molin
Le terme constant de QN est
N∏
i=1
xi = N ! et cela suffit à conclure. 
Lemme 3.10. Soit N un entier naturel. Supposons que le polynôme PN est irréductible. Le groupe
de Galois du polynôme PN est SN si et seulement si N n’est pas divisible par 4.
Démonstration. Le lemme 3.8 nous invite à étudier les cas où le discriminant de PN est un carré. Le
lemme 3.9 nous donne une formule close pour le discriminant de PN . Pour être un carré rationnel,
ce discriminant doit au moins être positif, ce qui impose N = 4k ou N = 4k + 3, pour un entier
naturel k. Le nombre ((4k+3)!)4k+3 n’est jamais un carré rationnel. Le seul cas où le discriminant
est un carré est donc le cas où N est divisible par 4, la réciproque est évidente, ce qui donne le
lemme. 
3.3. Conclusion. On démontre ici la Proposition 3.2.
Démonstration. On commence par le premier cas à étudier, où N est un nombre premier. D’après
le lemme 3.5, on sait que PN est irréductible. On peut donc appliquer le lemme 3.10, qui nous dit
que le groupe de Galois de PN n’est pas un sous-groupe de AN , ce qui suffit à conclure.
Plaçons nous à présent dans le second cas : soit k ≥ 1 un entier naturel. Supposons que 4k − 1
est un nombre premier.
D’après le lemme 3.6, on sait que P4k est irréductible. On peut donc appliquer le lemme 3.10,
qui nous dit que le groupe de Galois de P4k est un sous-groupe de A4k. 
4. Nouvelles explorations numériques
En plus d’examiner des troncatures, nous avons effectué quelques expérimentations numériques
sur les approximants de Padé de séries usuelles.
4.1. Définition. Soient m ≥ 0 et k ≥ 1 deux entiers. Soit f une fonction à approcher. L’approxi-
mant de Padé ([Pad92]) d’ordre (m, k) est la fraction rationnelle :
(6) R(x) =
P (x)
Q(x)
,
vérifiant degP ≤ m, degQ ≤ k et
(7) f(x) =
P (x)
Q(x)
+O(xm+k+1).
Le quotient R est unique, P ∈ Z[x] et Q ∈ Z[x] le sont si on impose à la fraction d’être réduite.
Dans ce qui suit, les approximations de Padé que nous considèreront seront diagonales : ainsi, l’ap-
proximation de Padé d’ordre n d’une fonction f sera le couple de polynômes (Pn, Qn) à coefficients
entiers avec degQn ≤ ⌊n2 ⌋ et degPn + degQn < n et tel que
f(x) =
Pn(x)
Qn(x)
+O(xn).
4.2. Résultats numériques. Les calculs sont menés avec la fonction bestapprPade() implé-
mentée dans [PARI/gp]. On présente ici des calculs obtenus en utilisant le script suivant :
t(n) = bestapprPade(f+O(x^n), n\2)
gn(n)=my(F=factor(numerator(t(n)))[,1]);F[#F];
[ polgalois(gn(n)) | n <- [n_1...n_2]]
Exponentielle tronquée et autres contes galoisiens 9
4.2.1. Exponentielle. Commençons par considérer les approximants de Padé de la fonction expo-
nentielle. Les premiers polynômes obtenus sont irréductibles. Par exemple, les cas n = 10 et n = 13
donnent
P10 = x
4 + 24x3 + 252x2 + 1344x+ 3024,
Q10 = x
5 − 25x4 + 300x3 − 2100x2 + 8400x− 15120,
P13 = x
6 + 42x5 + 840x4 + 10080x3 + 75600x2 + 332640x+ 665280,
Q13 = x
6 − 42x5 + 840x4 − 10080x3 + 75600x2 − 332640x+ 665280.
Quelques calculs donnent aussi le tableau suivant, où G(P ) désigne le groupe de Galois du poly-
nôme P :
n 10 13 17 18 19 26 34 40 41 42
G(Pn) A4 S6 S8 A8 S9 A12 A16 S19 S20 A20
G(Qn) S5 S6 S8 A9 S9 S13 S17 S20 S20 S21
On constate donc là aussi une alternance de groupes symétriques et de groupes alternés !
4.2.2. Fonction (1 + x)−1/2. Pour la série (1 + x)−1/2, l’approximant d’ordre n vérifie
Pn(x)
Qn(x)
=
1√
1 + x
+O(xn).
Les polynômes obtenus ne sont pas irréductibles en général. Cependant, les premiers polynômes
Pn et Qn calculés font intervenir des polynômes irréductibles ayant des groupes de Galois abéliens !
On peut lister quelques résultats dans le tableau ci-dessous, où G(P ) désigne le groupe de Galois
du polynôme P , et Cn le groupe cyclique d’ordre n :
n 11 13 17 19 23 29 31
G(Pn) C5 C6 C8 C9 C11 C14 C15
G(Qn) C5 C6 C8 C9 C11 C14 C15
Outre le fait que l’on obtient des groupes de Galois abéliens, les Pn et Qn jouissent de propriétés
semblables à celles des polynômes cyclotomiques. Ils vérifient entre autres la relation de divisibilité :
(8) Si n|m alors Pn|Pm et Qn|Qm.
Exemple. Observons
P3(x) = x− 4,
P5(x) = x
2 − 12x+ 16 et
P15(x) = (x − 4)(x2 − 12x+ 16)(x4 − 96x3 + 416x2 − 576x+ 256),
ainsi que
Q3(x) = 3x− 4,
Q5(x) = 5x
2 − 20x+ 16 et
Q15(x) = (3x− 4)(5x2 − 20x+ 16)(x4 − 32x3 + 224x2 − 448x+ 256).
Ecrivons par ailleurs le développement limité
1√
1 + x
= Tn(x) +O(x
n+1).
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Le groupe de Galois de quelques Tn(x) est donné dans le tableau suivant.
n 3 4 5 12 16 20 21 24
G(Tn) S3 A4 S5 A12 S16 S20 S21 A24
Cela semble indiquer que les groupes de Galois sont toujours soit Sn, soitAn pour ces polynômes
issus de troncatures de la série, ils sont donc loin d’être abéliens.
4.2.3. Séries logarithmiques. Plus amusant encore, en considérant les approximants de Padé d’ordre
n de la série
1
2
log
(
1 + x
1− x
)
= x+
x3
3
+
x5
5
+ . . . ,
seuls des groupes hyperoctahédraux apparaissent comme groupes de Galois :
G(Pn) = Bt = C2 ≀ St et G(Qn) = Bs = C2 ≀ Ss ,
pour certains entiers s et t, tandis que dans ceux de la série complète
log(1− x) = x+ x
2
2
+
x3
3
+
x4
4
+
x5
5
+ . . . ,
il y a apparition en alternance des groupes St et Bt.
4.2.4. Fonction sin(x) + sinh(x). Considérons enfin la fonction f définie par
(9) f(x) = sin(x) + sinh(x).
Nous sommes dans un cas où les groupes de Galois qui apparaissent lorsque l’on considère les
approximations de Padé et ceux qui apparaissent lorsque l’on fait la troncature de la fonction f
sont les mêmes. Ceux-ci sont :
(10) 4T3, 8T26, 12T185, 16T1758, . . .
où pour n,m ∈ N, la notation nTm est celle de Butler et McKay [BuMc96]. Voir aussi [LMFDB]
pour de plus amples informations sur ces groupes. Ceci laisse penser que les groupes qui appa-
raissent sont des quotients de groupes de la forme
C4 ≀ (Sm ⊕ C2).
On peut donc conclure ce paragraphe avec enthousiasme : il y a de jolies propriétés à découvrir
sur cette voie !
5. Questions à l’assemblée
Question 5.1. (sur les discriminants carrés) Peut-on caractériser les polynômes P ∈ Z[X ] tels
qu’il existe Q ∈ Z[X ] satisfaisant P ′ = P − Q2 ? C’est une propriété utile pour prouver qu’un
discriminant est un carré, et ainsi obtenir des informations sur le groupe de Galois de P via le
lemme 3.8.
Question 5.2. (sur l’irréductibilité) Soit P ∈ Z[X ] de degré N ≥ 1. Posons
f(X) = P (X) + P ′(X) + . . .+ P (N)(X).
A quelles conditions f est-il irréductible sur Z ? L’étude de la fonction exponentielle correspond
bien sûr au cas P (X) = X
N
N ! .
Question 5.3. (sur les propriétés galoisiennes) Pour quelles autres séries entières classiques peut-
on obtenir des propriétés galoisiennes similaires ?
Question 5.4. (sur Padé) Soit f une série entière. A quelles conditions les groupes de Galois
des numérateurs et dénominateurs des approximants de Padé de f coïncident-ils avec les groupes
obtenus avec les troncatures de f ?
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